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      (1)L¨osningsf¨orslag TMV122/177 Inledande Matematik Z/TD, 171026
1. (a) (i) Genom omskrivningen


lim
x→0
 1
tan x−
1
sin x

= lim
x→0
cos x − 1
sin x


f˚ar vi ett gr¨ansv¨arde av typen [00]. Anv¨andning av l’Hˆopitals regel ger
lim
x→0
cos x − 1
sin x = limx→0
− sin x
cos x = 0.
(ii) Med y =

1 + 1
x
2x
har vi
ln y = 2x ln

1 + 1
x



och anv¨andning av l’Hˆopitals regel ger


lim
x→∞2x ln

1 + 1
x

= lim
x→∞2
ln 1 +x1
1/x = 2 limx→∞1 +
1
x = 2.
Detta ger att y → e2 d˚a x → ∞ eftersom ex¨ar kontinuerlig i x = 2.


(b) Radreduktion ger


1 1 2 1
1 1 1 0
2 1 1 1

∼


1 1 2 1
0 0 −1 −1
0 −1 −3 −1

∼


1 1 2 1
0 1 3 1
0 0 1 1

∼


1 0 0 1
0 1 0 −2
0 0 1 1

,


dvs. ekvationssystemet har den unika l¨osningen


x
y
z

=


1
−2
1

.


(c) Implicit derivering ger


2x
4 + 2yy


0= 0 ⇔ y0= − x


4y,
vilket i punkten (5, 2) ger lutningen


y0 = − 5
4 · 2= −


5
8.
(d) Kom ih˚ag att


x • y = |x| · |y| · cos φ ⇔ cos φ = x • y
|x| · |y|,
vilket i detta fall ger


cos φ = √ 1
2 ·√2 =


1
2
och d¨armed att φ = π/3.


(e) Vi observerar att


T0(x) = 1 +1


2cos(x/2) > 0, ∀x ∈ R,


eftersom cos(x/2) ≥ −1. Detta medf¨or att T ¨ar en str¨angt v¨axande funktion och d¨armed
injektiv vilket ¨ar precis det som kr¨avs f¨or att T ska vara inverterbar.



(2)(f) Kedjeregeln ger att


g0(t) = cos(arccos(t/2)) · − 1
p1 − t2/4


!
.
Genom att v¨alja t = 1 f˚ar vi


g0(1) = − cos(arccos(1/2)) · 1
p1 − 1/4 = −
1
2·
2
√
3 = −
1
√
3.


2. (a) Planet x + y + z = 0 har en normal n = (1, 1, 1) och linjen som g˚ar genom punkterna P =
(1, 0, −1) och Q = (1, −2, 1) har en riktningsvektor v = P Q = (0, 2, −2). En normal nΠ till


planet Π ¨ar allts˚a ortogonal mot b˚ade n och v och vi kan v¨alja
nΠ= n × v = (−4, 2, 2).


Detta ger att Π har en ekvation av formen −4x + 2y + 2z = D f¨or n˚agot (reellt) tal D.
Ins¨attning av en punkt i planet, t.ex. P, ger D = −6. Allts˚a ¨ar −2x + y + z = −3 en ekvation
f¨or planet Π.


(b) Om y = t ger x + y = 1 att x = 1 − t, dvs. den skal¨arparametriska formen av sk¨arningslinjen
¨
ar
` :



x = 1 − t
y = t
z = −1
, t ∈ R,


vilket ger den vektorparametriska formen


` : x = (1, 0, −1) + t(−1, 1, 0), t ∈ R,


och d¨armed punkten x0= (1, 0, −1) p˚a linjen och riktningsvektorn v = (−1, 1, 0). Det s¨okta


avst˚andet s mellan punkten x = (−1, −2, 1) och linjen ` kan nu ber¨aknas enligt
s = |(x − x0) × v|
|v| =
|(−2, −2, 2) × (−1, 1, 0)|
√
2 =
|(−2, 2, −4)|
√
2 = 2
√
3.


3. Kom ih˚ag att exp(t) och √t har definitionsm¨angderna R respektive [0, ∞). Vi har d¨armed
Df = (−∞, −1/2] ∪ [1/2, ∞).


Eftersom funktionen ¨ar j¨amn (f (−x) = f (x)) beh¨over vi endast betrakta x ∈ [1/2, ∞). Vi har
f (1/2) = 0 och
lim
x→∞f (x) = limx→∞
√
4x2− 1
ex2 = lim
x→∞
xp4 − 1/x2
ex2 = 2 lim
x→∞
x
ex2 = 0


(d¨ar den sista likheten kan visas, t.ex., med l’Hˆopitals regel). Genom att anv¨anda produkt- och
kedjeregeln ber¨aknar vi derivatan


f0(x) = −2x exp(−x2)p4x2− 1 + e−x2 8x
2√4x2− 1 =
−2x(4x2− 1) + 4x
√
4x2− 1 e
−x2
=2x(3 − 4x
2)
√
4x2− 1 e
−x2
.


Detta inneb¨ar att f ¨ar str¨angt v¨axande p˚a intervallet (1/2,√3/2) och str¨angt avtagande p˚a 
inter-vallet (√3/2, ∞). P˚a grund av att f (1/2) = 0 och ovanst˚aende gr¨ansv¨arde kan vi d¨armed konstatera
att v¨ardem¨angden Vf = [0, f (


√
3/2)]. Vi har
f (√3/2) = e−3/4
r
4 · 3
4− 1 =
√
2e−3/4
och det slutgiltiga svaret blir


Vf =0,


√



(3)4. (a) F¨or varje  > 0 existerar δ > 0 s˚adant att 0 < |x − a| < δ medf¨or att |f (x) − L| < .
(b) Se Example 4 i Section 1.5 i Adams & Essex, ‘Calculus’.


5. Vi har Dg= R \ {±1}.


Derivatan ber¨aknas enligt


g0(x) = 2x
x2− 1 −
2x(x2− 4)
(x2− 1)2 =
2x
(x2− 1)2,


vilket ger den enda kritiska punkten x = 0.
Vidare ges andraderivatan av


g00(x) = 2
(x2− 1)2− 2
4x2
(x2− 1)3 =
−6x2− 2
(x2− 1)3 6= 0


och d¨armed saknas inflektionspunkter.
Vi har nu f¨oljande tabell


x −1 0 1


g0 − − + +


g00 − + + −


g & ej def. & min % ej def. %


konkav konvex konvex konkav


Eftersom


lim


x→±∞g(x) = 1


har vi v˚agr¨ata asymptoter y = 1 d˚a x → ±∞. Vi har ¨aven lodr¨ata asymptoter x = ±1 med
lim


x→1±g(x) = ∓∞, x→−1lim±g(x) = ±∞.


Slutligen observerar vi att grafen korsar x-axeln i punkterna x = ±2 och ritar grafen:


-4 -2 2 4 x
-5
5
10
g(x)

Grafen till g(x)



(4)6. L˚at C beteckna triangelns tredje h¨orn med koordinater (x, h). Eftersom basen har l¨angd 2 ges
triangelns area av A = 2h


2 = h, och eftersom det ¨ar givet att A = 1 har vi h = 1. Det f¨oljer av
Pythagoras sats att summan av l¨angderna av sidorna AC och BC ges av


L(x) =p(x + 1)2+ 1 +p


(x − 1)2+ 1.


Genom att anv¨anda kedjeregeln ber¨aknar vi derivatan
L0(x) = x + 1
p(x + 1)2+ 1+
x − 1
p(x − 1)2+ 1
och andraderivatan
L00(x) = 1
p(x + 1)2+ 1−
(x + 1)2
((x + 1)2+ 1)3/2 +
1
p(x − 1)2+ 1−
(x − 1)2
((x − 1)2+ 1)3/2
= 1
((x + 1)2+ 1)3/2 +
1
((x − 1)2+ 1)3/2.


Vi observerar att L0(0) = 0 och att L00(x) > 0, ∀x ∈ R. Detta inneb¨ar att x = 0 ¨ar den globala


minimumpunkten f¨or L(x) och d¨armed att triangelns minimala omkrets ¨ar
2 + L(0) = 2 + 2√2 = 2(1 +√2).


7. (a) En funktion f ¨ar kontinuerlig i en punkt a ∈ Df om gr¨ansv¨ardet limx→af (x) existerar och


limx→af (x) = f (a).


(b) En funktion f ¨ar deriverbar i en punkt a ∈ Df om gr¨ansv¨ardet lim
h→0


f (a + h) − f (a)


h existerar.
(c) Genom att anv¨anda att 2−x och sin(πx/2) ¨ar kontinuerliga funktioner ber¨aknar vi gr¨ansv¨ardena


lim


x→1−f (x) = limx→1−sin(πx/2) = sin(π/2) = 1,


lim


x→1+f (x) = limx→1+(2 − x) = 2 − 1 = 1.


Detta ger att limx→1f (x) existerar samt att limx→1f (x) = f (1) och vi har d¨armed visat att


f ¨ar kontinuerlig i x = 1. Ang˚aende derivatan observerar vi att
lim
h→0+
f (1 + h) − f (1)
h = limh→0+
2 − (1 + h) − 1
h = limh→0+(−1) = −1.


Genom att anv¨anda den trigonometriska additionsformeln
sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y
och gr¨ansv¨ardet (man kan anv¨anda l’Hˆopitals regel ist¨allet)


lim
x→0
cos x − 1
x = 0
h¨arleder vi
lim
h→0−
f (1 + h) − f (1)
h = limh→0+
f (1) − f (1 − h)
h = limh→0+
1 − cos(πh/2)
h = 0.


D¨armed existerar ej derivatan f0(1) = lim


h→0


f (1 + h) − f (1)


h eftersom ovanst˚aende ber¨akningar
visar att motsvarande h¨oger- och v¨anstergr¨ansv¨arden ¨ar olika.
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